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1 Position du probleme 

OA ■ Dans ce travail, nous envisagerons l'etude des equations differentielles 

dans le domaine complexe. Soit le systeme d'equations differentielles non- 



(N 



lineaires 

\ dwi 



fi (z,wi,...,w n ) , 

(1) 



—— = f n (z,Wi, ...,W n ) , 
dz 

ou /i, f n sont des fonctions de n+1 variables complexes z, w\, ...,w n et qui 
appliquent un domaine de C n+1 dans C. Le probleme de Cauchy consiste en 
la recherche d'une solution (u>i (z) , ...,w n (z)) dans un voisinage d'un point 
Zo, passant par le point donne (zo, w®, w^) c'est-a-dire satisfaisant aux 
conditions initiales 

wi(z ) = w\, 



w n (z ) = w 





n ' 
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Notons que le systeme (1) peut s'ecrire sous forme vectorielle dans C™ 

en posant w = (wi, w n ) et / = (/i,...,/ n ). Dans ce cas, le probleme de 
Cauchy consistera a determiner la solution w(z) telle que 

w(z ) =w = (wi, ...,w°). 

Commengons tout d'abord par decrire quelques resultats connus. On 
sait que lorsque les fonctions fi, —, f n sont holomorphes au voisinage du 
point (zo,!«i, •■•,Wn) alors le probleme de Cauchy admet une solution holo- 
morphe et une seule. Une question naturelle se pose : le probleme de Cauchy 
peut-il admettre quelque solution non holomorphe au voisinage du point 
(zo, Wi, u^)? Lorsque les fonctions fi, f n sont holomorphes, la reponse 
est negative. D'autres circonstances peuvent se produire pour le probleme 
de Cauchy relatif au systeme d'equations differentielles (1) , lorsque l'hypo- 
these d'holomorphie relative aux fonctions fi,.-,f n n'est plus satisfaite au 
voisinage d'un point. On constate dans une telle eventualite que les compor- 
tements des solutions peuvent revetir les aspects les plus divers. En general, 
les singularites des solutions sont de deux types : mobiles ou fixes, suivant 
qu'elles dependent ou non des conditions initiales. Des resultats importants 
ont ete obtenus par Painleve [14]. Supposons par exemple que le systeme (1) 
s'ecrit sous la forme 

dwi Pi(z,wiw n ) 
dz Q-]_{z,wi,...,w n y 

dw n _ P n (z, Wi, Wn) 

dz Q n {z,wi,...,w n y 

avec 

P k (z, Wl ,...,w n )= ^.,„W<..<, l<k<n, 

0<i 1: ...,i n <p 

Q k (z, Wl ,...,w n ) = Yl B tL,0n ( z ) 1 < k < n, 

o<ji,—,j n <q 

des polynomes a plusieurs indeterminees wi,...,w n et a coefficients alge- 
briques en z. On sait 

(i) que les singularites fixes sont constituees par quatre ensembles de 
points. Le premier est l'ensemble des points singuliers des coefficients A^ 1 in (z) , 
j n (z) intervenant dans les polynomes P k (z, w±, w n ) et Q k {z, w±, w n ) . 
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En general cet ensemble contient le point z = oo. Le second ensemble est 
constitue des points aj tels que 

Qk (z,wi, ...,w n ) = 0, 

circonstance qui se produit si les coefficients - n (z) s'annulent tous pour 

z = aj. Le troisieme est l'ensemble des points Pi tels que pour certaines 
valeurs (wy, w n >) de (wi, uu n ) , on ait 

Pk Wl,Wy, ...,W n >) = Q k (f3i,Wy,...,W n >) = 0. 

Des lors les seconds membres du systeme ci dessus se presentent sous la forme 
indeterminee jj aux points ((3i,wy, ...,w n r) . Enfin, l'ensemble des points 7 m 
tels qu'il existe des valeurs ui, pour lesquelles 

Rk (7m, Ui, ...,U n ) = S k (7 m , Ml, ...,U n ) = 0, 

ou Rk et Sk sont des polynomes en ui, ...,u n obtenus a partir de Pk et Qk 
en posant 

1 1 

wi = —,..., w n = — . 

Ul u n 

Chacun de ces ensembles ne comporte qu'un nombre fini d'elements. Les 
singularites fixes du systeme en question sont en nombre fini. 

(ii) que les singularites mobiles de solutions de ce systeme sont des sin- 
gularites mobiles algebriques : poles et (ou) points critiques algebriques. II 
n'y a pas de points singuliers essentiels pour la solution (w±, ■■■,w n ) . 

Considerant le systeme d'equations differentielles (1) , peut-on trouver 
des conditions suffisantes d'existence et d'unicite de solutions meromorphes ? 
Nous etablirons un theoreme d'existence et d'unicite pour la solution du pro- 
bleme de Caucby relatif au systeme d'equations differentielles (1) , en faisant 
appel a la methode des coefficients indetermines. La solution sera explicitee 
sous la forme d'une serie de Laurent. II se posera des lors le probleme de la 
convergence. Celui-ci sera resolu par la methode des fonctions majorantes 
(pour cette notion voir par exemple [3, 7, 9]). Nombreux sont les problemes, 
aussi bien theorique que pratique, ou apparaissent des equations differen- 
tielles dont le second membre n'est pas holomorphe. Nous verrons, dans la 
derniere section, que les solutions meromorphes dependant d'un nombre suf- 
fisant de parametres fibres jouent un role crucial dans l'etude des equations 
differentielles dites algebriquement integrables. 

2 Existence et unicite de solutions meromorphes 

Dans ce qui suivra, nous envisagerons le probleme de Cauchy relatif au 
systeme normal (1) dans l'hypothese ou f±, ...,/ n ne dependent pas explici- 
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tement de z c'est-a-dire 

dwi 



fi {w l , ...,w n ) , 



dz 

(2) 

dw n 

—j— = In [Wl, ...,W n ) , 

On suppose que f±, f n sont des fonctions rationnelles en w\, w n et que 
le systeme (2) est quasi-homogene, c'est-a-dire ils existent des entiers positifs 
si, s n telles que 

f i {a Sl w 1 ,...,a s "w n ) = a Sl+1 /j(wi,--,^n), 1 < i < n, 

pour chaque constante non nulle a. Autrement dit, le systeme (2) est inva- 
riant par la transformation 

z — ► q _1 z, wi — ► a si w\, . . . , w n — ► a Sn w n . 

Notons que si le determinant 



dfi 

A = det(wj-j^- - Sij fi)i<ij< n , (3) 

est non identiquement nul, alors le choix des nombres s\,...,s n est unique. 
Dans tout ce qui va suivre, nous supposerons, pour simplifier les notations 
que zq = wo = 0, ce qui n'affecte pas la generality des resultats. 

THEOREME 1 Supposons que 

1 oo 

-£cf^, l< l <n, (4) 



oo 

1 

Wi 



Z" 

k=0 



oit / 0, soit la solution formelle en series de Laurent, obtenue par la 
methode des coefficients indetemines, du systeme quasi-homogene (2). Alors, 
les coefficients cf^ satisfont aux equations non-lineaires 

s i c ( ? ) +f i (c ( ?\-:<£ ) ) = 0, (5) 

oil 1 < i < n, tandis que c^\c^\ ... satisfont chacun a un systeme d'equa- 
tions lineaires de la forme 

{C — kX)c^ = polynome en cf\ c^ -1 ^, 1 < i < n, k > 1, (6) 

oucW = (4 k \...,^) T et 

£ = ( Q w ( C l ^ ' C n ^ ) + 3ij s i)l<i,j<n, 

est la matrice jacobienne de (5). En outre, la serie (4) est convergente. 
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Demonstration : En substituant (4) dans (2), tout en tenant compte de la 
quasi-homogeneite du systeme, on obtient 

oo oo oo 

k=0 k=0 k=0 



j2(k-s^ z *-^ = / I £cr , /- si ,...,E^ 

k=0 k=0 

oo oo 

fa-* (<f + cPz"), *— (Cf + J] <£>**)), 

fc=l fc=l 

oo oo 

l /iri 0) +E^-^ 0) +E4 fc) A 



= z -Si-lf.(jP) 



k=l k=l 

Ensuite, on developpe le second membre comme suit 



E(*-«)<f** = /iri 0) ,..., t 4°))+E^ L ri 0) .-.4 0) )E^ 

fe=o i=i J fc=i 



Ai=2 ( a ,i 

ou a = (qi, ...,<*„) , r = (n, ...,r n ) , 



a! ch/; c 

fc=2 (a,r)6D t j=l 



n n 

|a| = ^^ay, en! = JJoj!, 

3=1 3=1 

n 

D k = {(a,r) : r 3 - > 0,Vj, |a| > 2,E a j r j = k }- 

3=1 

En identifiant les termes ayant meme puissance au premier et au second 
membre, on obtient successivement pour k = l'expression (5) , pour k = 1, 

(£ - I) c (1) = 0, 

et pour k > 2, 

«£-*U#>),— £ jjff>f <f)n<4"'r'. (7) 

(a,r)eD fe j=l 

ri 

ou Tj > 0, QjTj = k, ce qui conduit aux expressions (explicites) (6) . La 

3=1 

solution obtenue par la methode des coefficients indetermines est formelle du 
fait que nous l'obtenons en effectuant sur des series, que nous supposons a 
priori convergentes, diverses operations dont la validite reste a justifier. Le 
theoreme se trouvera done etabli des que nous aurons verifle que ces series 
sont convergentes. On utilise a cette fin la methode des fonctions majorantes 
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ainsi que les travaux de M. Adler-P. van Moerbeke [1] et J. P. Frangoise 
[4]. Notons tout d'abord que des parametres libres apparaissent soit dans le 
systeme (5) de n equations a n inconnues, lorsque celui-ci admet un ensemble 
continue de solutions, soit par le fait que Aj = k £ N*, 1 < i < n, est une 
valeur propre de la matrice C Des lors, les coefficients peuvent etre vus 
comme etant des fonctions rationnelles sur une variete affine V, de fibre le 
lieu 



Soit no £ V et soit K un sous-ensemble compact de V, contenant un voisinage 
ouvert de no- Notons que K peut-etre muni de la topologie du plan complexe. 
Posons 



A = 1+max | c[ T1 \n ) 



>2) 



(no] 



(«o)} , 1 < * < n, 1 < n < X n , 



oil A n designe la plus grande valeur propre de la matrice C. Soient B et C 
deux constantes avec C > A telles que dans le compact K on ait 



d a fi 



dw a 



(£(n ) - kl n 



(no) 



<C, k > X n + 1. 



De (7) on deduit que 

'i 

^(n ) <C BH WV. 



(Tj) 
j 



(a,r)£D 

Considerons maintenant la serie 



j'=i 



k > X n + 1. 



<S>(z)=Az + J2f3 k z\ 



k=2 



ou fa sont des nombres reels dermis inductivement par (3\ = A et 

n 

(a,r)€D j=l 

On verifie aisement par recurrence que la serie $ (z) est une majorante pour 

oo 

J24 h) z k , l<i<n. 



k=l 
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En effet, on a 



< A. Supposons que q < f3j,j < k,\/i. Alors 



M TT U 7 ^ 



4%o) < C J] flM[J 

(a,r)eD j=l 
n 

(a,r)eD 3=1 

= fa- 



, k > X n + 1, 



D 'autre part, il resulte de la definition des nombres que 
$ (z) = Az + CB 

La racine 



,2 {n${z)f 
1 - Bn$ (z) ' 

1 + nABz - ^(1 - 2nAB{\ + 2nBC)z + n 2 A 2 B 2 z 2 ) 



2nB(l + nBC) 

fournit la majorante cherchee. D'ou la possibility d'un developpement en se- 
rie entiere au voisinage de z = 0. Ceci acheve la demonstration. □ 



REMARQUE 1 La serie (4) est I'unique solution meromorphe dans le 
sens oil cette solution resulte de ce que les coefficients cf^ se trouvent de- 
termines de fagon univoque avec la methode de calcul adopte. 

REMARQUE 2 Le resultat du theoreme precedent s 'applique a V equation 
differentiate quasi-homogene d'ordre n suivante : 



dw d n 1 w 



f [w, — , 



dz n J V ' dz' '"' dz n ~ l 
f etant une fonction rationnelle en w, d dz n^\ et 



w(z ) = w°, 



dw 

dz 



(z ) = w 



2- 



(8) 



d n ~ l w , , 



En effet, V equation (8) se ramene a un systeme de n equations du premier 
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ordre en posant 



dz 
d n ~ l u 



w (z) = Wl (z) 
dw 

(z) = w 2 (z) 



On obtient ainsi 



dz n 

dw\ 

dz 

dW2 

dz 

dw n -i 

dz 
dw n 



T ( z ) = w n (z) 



w 2 , 

W 3 , 



= W r , 



f (w 1 ,w 2 , ...,w n ) . 



dz 

Un tel systeme constitue un cas particulier du systeme normal (2). 

3 Connection avec l'integrabilite algebrique des sys- 
temes hamiltoniens 

Considerons un syteme hamiltonien 

dw , . dH m „ 

— = J(w — , w G R , n = 2m + k, 9 
dz dw 

ou H est l'hamiltonien et J (w) est une matrice reelle antisymetrique telle 
que les crochets de Poisson correspondants veriflent l'identite de Jacobi : 

{{H, F},G} + {{F, G} , H} + {{G, H},F} = 0, VH, F, G G C°°(R n ), 

{H,F} = Y,Jij^j^- 

On suppose que le systeme (9) est completement integrable c'est-a-dire qu'il 
admet m + k integrales premieres H\ = H,H 2 , ...,H m+ k fonctionnellement 
independantes dont m integrales sont en involution (i.e., {Hi,Hj} = 0, 

dH 

1 < hi < m,), k integrales sont des fonctions de Casimir (i.e., J — = 0, 
1 < i < k) et telles que pour presque tous les q G 1 les varietes invariantes 

m+k 

P| {w € M n : Hi(w) = a}, (10) 
i=i 
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sont compactes et connexes. D'apres le theoreme d'Arnold-Liouville [10], les 
varietes (10) sont diffeomorphes aux tores reels T^ 1 = R m /reseau. En outre 
les Hots definis par les champs de vecteurs Wjy 4 , 1 < i < m, sont des mou- 
vements rectilignes sur ce tore et les equations du probleme sont integrables 
par quadratures. 

Soient maintenant w G C ra , z G C et A C C n un ouvert non vide de Zariski. 
Comme Hi, H m+ k sont fonctionnellement independantes, alors l'applica- 
tion 

i P = (H 1 ,...,H m+k ) :C n ^C m+k , 

est une submersion generique sur A. Soit I = ip(C n \A), le lieu critique de ip 
et designons par adhl l'adherence (ou fermeture) de Zariski de I dans C m+k . 

DEFINITION 1 Le systeme differentiel (9) dont le cdte droit est polyno- 
mial est algebriquement completement integrable si pour c = (ci, ...,c m+ k) G 
C m+k \ adhl, la fibre 

m+k 

M c = ^- 1 (c)= P| {weC n :H i (w) = c t }, (11) 
i=i 

est la partie affine d'une variete abelienne (i.e., un tore complexe T™ ~ 
C m /reseau qui possede un plongement dans un espace projectif ). En outre, 
les flots g^r. (w) , w £ M c , z G C, definies par les champs de vecteurs 
Wh 17 ■■■,WH m sont des lignes droites sur T™ c'est-a-dire 

[9wAv)] j = fi{P + *fri---X)), 

ou fj (z±, z m ) sont des fonctions abeliennes (meromorphes) sur le tore T™, 
fj(p) = w 3> 1 <J<n. 

Soit M c la fermeture projective de M c dans l'espace projectif complexe 
CP n de dimension n. Alors M c n'est pas une variete abelienne puisque cette 
derniere n'est pas simplement connexe et ne peut done en general etre une 
intersection complete projective. Des lors, pour que M c soit la partie af- 
fine d'une variete abelienne, la variete M c doit etre singuliere a l'innni. En 
eclatant la singularity le long du lieu atteint par le not et en implosant la 
partie du lieu qui n'est pas atteint par le not, on montre que la variete M c se 
transforme en une variete abelienne M c et le lieu a l'innni se transforme en 
une ou plusieurs sous-varietes de codimension 1. Et e'est la ou le theoreme 
1, va jouer un role crucial. On procede comme suit : soit Wi — ► Ui une 
transformation birationnelle telle qu'au voisinage de z = 0, on ait : 

Ui = cti + o (z) , 1 < i < n — 1, 
u n = z + o (z 2 ) , 
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ou ai, ...,a n -i sont des parametres libres. Les nouvelles variables Uj ont 
pour effet d'eclater la singularity de la variete projective M c le long du lieu 
a 1'inflni atteint par le not. Exprimees dans ces nouvelles variables u±, ...,u n , 
les equations differentielles sont regulieres et holomorphes au voisinage de 
u n = tandis que les equations deflnissant la fibre M c s'ecrivent sous la 
forme : 

Fi (m (z) , u n _i (z) , u n (z)) = a, 1 < i < m + k, 
ou Fi, F m+ k sont des polynomes en w. Pour z = 0, on obtient 

Fi (ai, ...,a„_i,0) = a,, 1 < i < m + fc, 

et ces relations algebriques entre les parametres libres a±, a n -\ fournissent 
les equations d'une sous-variete T> qui jouera, entre autres, un role impor- 
tant dans la compactification de la fibre M c . En fait, les parametres libres 
a±, a n -i et la sous variete T> peuvent s'obtenir directement de la maniere 
suivante : d'abord Ton montre l'existence de solutions w = (wi,W2, ■ ■ ■ ,w n ) 
du systeme (9) sous la forme de series de Laurent (4) dependant de n — 1 
parametres libres a±, Oi n -\. En substituant ces developpements dans le 
systeme (9), on voit (d'apres le theoreme 1) que les coefficients c^°\ c^, 
satisfont aux equations (5) et (6) . L'etape suivante consiste a considerer la 
fermeture T> des composantes continues de l'ensemble des series de Laurent 
de w (z) tels que : Hi (w) = a\, . . . , H m+ k (w) = a m+ k- Plus precisement, 

m+k 

V = P| {coefficient de z° dans Hi (w (z)) = aj} . 
i=i 

C'est une sous-variete (un diviseur) de codimension 1. Ensuite on procede a 
la compactification de la fibre M c (11) en une variete abelienne M c . Cette 
compactification s'obtient par l'adjonction a M c de ce diviseur V. 

3.1 Rotation d'un corps solide autour d'un point fixe 

Les equations du mouvement d'un corps solide autour d'un point fixe 
s'ecrivent sous la forme 

MAfi + ^TM, (12) 

ou A est le produit vectoriel dans M 3 , M = (mi,m2,ms) le moment angu- 
laire du solide, = (mi /Ii, m^lli , ms/Iz) la vitesse angulaire, I±,l2 et ^3, 
les moments d'inertie, T = (71,72,73) le vecteur vertical unitaire, fi la masse 
du solide, g l'acceleration de la pesanteur, et enfin, L = (h,l2,h) le vecteur 
unitaire ayant pour origine le point fixe et dirige vers le centre de gravite ; 



dM 
~~dT 

dr 

~dt 
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tous ces vecteurs sont consideres dans un systeme mobile dont les coordon- 
nees sont fixees aux axes principaux d'inertie. L'espace de configuration d'un 
solide avec un point fixe est le groupe des rotations : 

SO (3) = \ll matrice d'ordre trois : U' 1 = U T , det U = l} . 

C'est le groupe des matrices orthogonales d'ordre trois et le mouvement 
de ce solide est decrit par une courbe sur ce groupe. L'espace des vitesses 
angulaires de toutes les rotations est l'algebre de Lie du groupe SO (3) ; c'est 
l'algebre 

so(3) = matrice d'ordre trois : U T + U = j , 

des matrices antisymetriques d'ordre trois. Cette algebre est engendree comme 
espace vectoriel par les matrices 






ei = U U -l , e 2 = U U U , ei 



qui verifient les relations de commutation 

[ei,e 2 ] = e 3 , [e 2 ,e 3 ]=ei, [e 3 ,ei]=e 2 . 

On utilisera dans la suite le fait que si Ton identifie so (3) a ]R 3 en envoyant 
(ei,e 2 ,e3) sur la base canonique de M 3 , le crochet de so (3) correspond au 
produit vectoriel. En d'autres termes, considerons l'application 






-a 3 


0,2 


a 3 





-ai 


-a 2 


ai 






so(3), a = (ai, a 2 , a 3 ) i — > A 



laquelle definit un isomorphisme entre les algebres de Lie (M 3 , a) et (so(3), [, ]) 
ou 

a A b i — >[A,B]=AB- BA. 
En utilisant cet isomorphisme, on peut reecrire le systeme (12) sous la forme 

^ = [M,f!] + W [r,L], 



ou 



— m 3 m 2 

M = (Mij)^^ = ^rriiei = J m 3 -mi ) G so (3) 

— m 2 mi 
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Q — (fij.j)i<ij<3 
r = (lij)l<i t j<3 



3 




( o 


— a>3 w 2 


\ -> 

2 ^» e » 




^3 


-wi 


i=i 






wi 


3 






-73 72 


\ -> 




73 


-7i 


i=i 




V -72 


71 










(: 







i €80(3), 


V -fa 


h 








et 

L 



En tenant compte du fait que M = Itt, alors les equations pecedentes de- 
viennent 

" = [A/, AM] + fig [r, L] , (13) 

ou 

3 / -A 3 m 3 A 2 m 2 \ 

AM = (AijMjj) 1<); _,. <3 = y~" y XiUijej = A 3 m 3 -Aimi Gso(3), 

i=i \ — A 2 m 2 Aimi / 

avec Aj = Le systeme (13) est completement integrable seulement dans 
les cas suivants : 

a) Cas d'Euler : Dans ce cas, on a 

h = h = h = 0, 

c'est-a-dire le point fixe est son centre de gravite. Autrement dit, Les equa- 
tions d'Euler (On parle aussi de mouvement d'Euler-Poinsot du solide) du 
mouvement de rotation d'un solide autour d'un point fixe, pris comme ori- 
gine du repere lie au solide, lorsqu'aucune force exterieure n'est appliquee au 
systeme, peuvent s'ecrire forme explicite 

dmi 

—— = (A 3 -A 2 )m 2 m 3 , 

= (Ai - A 3 )mim 3 , (14) 



dt 



= (A 2 — Ai) mim 2 . 



Ces equations forment un champ de vecteurs hamiltonien de la forme (9) 

avec n = 3, m = k = 1, z = t, w = (mi, m 2 , m 3 ) T , 

H = o (^i m i + ^ m 2 + A3"l 3 ) , 
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l'hamiltonien et 




J= m 3 —m\ Gso(3) 



Ces equations admettent deux integrates premieres quadratiques : H± = H 

et 

^2 = 2 ( m i + m 2 + m i) • 

Ces integrates sont fonctionnellement independantes, en involution et le sys- 
teme en question est completement integrable. La resolution explicite des 
equations d'Euler est delicate dans le cas general ou Ai, A2 et A3 sont tous 
differents ; les solutions s'expriment a l'aide de fonctions elliptiques de Jacobi 
comme suit (pour le detail voir par exemple [15]) : 



mi 



2Hi- 


H 2 \ s 


Xi- 


-A3 


2Hi- 




A 2 - 


-A3 


H2X1 


-2H! 


Ai- 


-A3 



cn(i^/(A 2 


— ^3)(H 2 X\ 


- 2Fi)) 


sn(t^/(A 2 


— ^s){H 2 Xi 


- 2fTi)) 



rn2 = \ 2 sn(tJ(X 2 -X 3 )(H 2 X 1 -2H 1 )), (15) 



Le mouvement de (mi,m2, ma) s'effectue sur l'intersection M c d'un ellipsoide 
avec une sphere. Les deux cercles deflnies par M c , forme la partie reelle d'un 
tore complexe de dimension 1, definie par la courbe elliptique £ : 

£: y 2 = (l-, 2 )(l-fcV). 

ou 

k 2 = (Ai - A 2 )(2ffi - H 2 X 3 ) 



(X 2 -X 3 )(H 2 X 1 -2H 1 ) 
et 



s = m 2 



Ao — A3 



2H\ — H 2 X% 

L'intersection complexe (c C 3 ) est la partie affine d'une courbe elliptique 
W c e CP 3 . On montre que M c est isomorphe a la courbe elliptique £ . En 
outre l'intersection reelle (c M 3 ) s'etend au tore complexe C/reseau et le 
not se linearise sur ce tore. Si p (t) = (mi (t) , m 2 (t) , m 3 (t)), est une solution 
de (14), la loi reliant p{t\ +t 2 ) a p{t\) et p(t 2 ) est la loi d'addition sur la 
courbe elliptique (voir [15]). D'apres les equations (14), l'unique differentielle 
holomorphe sur M c est donnee par 

dm\ dm 2 dm 3 

UJ 



{X 3 -X 2 )m 2 ms (Ai-A 3 )mim 3 (A 2 -Ai)mim 2 ' 
d'ou 

rp(t) 

t = / u, p(0) G M c . 
Jv(0) 
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Le systeme (14) est invariant par les transformations 

t — ► a~ 1 t, mi — > ami, m 2 — > am2, m 3 — > am 3 . 

Celles-ci sont uniques puisque le determinant (3) est egal a 

-(A 3 -A 2 )m 2 m 3 (A 3 -A 2 )m 2 m3 (A 3 - A 2 ) m 2 m 3 
A = (X 1 -X 3 )mim 3 -(Ai-A 3 )mim 3 (Ai - A 3 ) mim 3 
(A 2 — Ai)mim 2 (A 2 — Ai)mim 2 - (A 2 — Ai)mim 2 

= 4 (A 3 - A 2 ) (Ai - A 3 ) (A 2 - Ai) m\m\m\, 

+ 0. 

On peut done chercher des solutions du systeme (14) sous la forme de series 
de Laurent 

mi = - (a + ait + a 2 t 2 H ) , 

m 2 = - (b + ht + b 2 t 2 + •••), 
m 3 = ^ (c + cit + c 2 t 2 H ) , 

dependant de dim(espace de phase) — 1 = 2 parametres libres. En substituant 
ces equations dans le systeme (14), on voit que : 

1) les coefficients ao,bo,co, satisfont aux equations 

ao + (A 3 - A 2 ) b c = 0, 

bo + (Ai - A 3 ) a c = 0, 

co + (A 2 - Ai) a b = 0, 

dont les solutions sont 





cas : 


a -- 


-l 




bo~- 


l 




CO ; 




1 




V(^2-Ai)(Ai- 


As)' 


v / (A 2 -Ai)(A 3 - 


•A 2 )' 




As)(A 3 - 


A 2 ) 


2 me 


cas 


■ ao 


1 




bo 


1 




CO 




-1 




V(*2-Ai)(Ai 


-A 3 )' 


V(A2-Ai)(A 3 


-A 2 )' 




-As) (A 3 


-A 2 ) 


yne 


cas 


■ a 


1 




bo 


-1 




CO 




1 




V(A2-Ai)(Ai 


-As)' 


V(A2-Ai)(A 3 


-A 2 )' 




-As) (As 


-A 2 ) 


^rne 


cas 


■ a 


-1 




bo 


-1 




CO 




-1 




v / (A 2 -Ai)(A 1 


-As)' 


V(A 2 -Ai)(As 


-A 2 )' 




-A 3 )(A 3 


-A 2 ) 



2) les coefficients ai,b±,ci, satisfont aux equations 

(A3 - A 2 ) 6 ci + (A 3 - A 2 ) 6ic = 0, 
(Ai - A 3 )a ci + (Ai - A 3 )aic = 0, 
(A 2 - Ai) a bi + (A 2 - Ai) aib = 0, 

dont les solutions sont dant tous les cas : ai = bi = ci = 0. 
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3) les coefficients a 2 ,6 2 ,c 2 , satisfont aux equations 

«2 - A 3 6 C2 - A361C1 - A362C0 + A 2 6 c 2 + A2&1C1 + A 2 & 2 c = 0, 
62 — AiaoC2 - Aiaici - \1a2co + A3aoC2 + \3 a i c i + A3<i 2 co = 0, 
C2 — A 2 aofr 2 — A 2 ai&i — A 2 a 2 &o + Aiao6 2 + Aiai&i + Aia 2 6 = 0, 

dont les solutions qui correspondent aux differents cas sont respectivement : 

V(A3-A 2 ) ^ , V(A 3 -A 2 ) „ 
= / -\ — , = Co . 

=-v& 2+ v& 2 - 

VAi — A3 VA 2 — Ai 

_ VA3-A2 ^ _ VA3-A2 c ^ 
VAi — A3 VA2 — Ai 

ou 62 et C2 sont deux parametres libres. 
Par consequent, pour le premier cas on a 





cas : 


a 2 




cas 


: a 2 




cas 


: a 2 




cas 


: a? 



-1 , MA3-A2) , , y / (A 3 -A 2 ) \ 
m 2 = — , + 6 2 i H , 



V(A2 


-A X ) 
1 


(Ai 


-A 3 ) 


V( A 2 


-Ax) 
1 


(A3 


-A 2 ) 


V(Ai 


-A 3 ) 


(A3 


-A 2 ) 



m 3 = — + c 2 t H . 



En substituant ces developpements dans les integrates premieres H\ et i? 2 , 
on obtient 



ffi = 2 V/ / - U2 + 2 



VA3 


-A 2 


\/A 2 


- Ai 


VA3 


-A 2 


\/A 2 


- Ai 



VA 3 


-A 2 


VAi 


-A 3 


VA 3 


-A 2 


VAi 


-A 3 



# 2 = 2 V ," J = ( A2 Al ^ &2 + VA3 - A 2 / A 3 Ai 

x >3 — A2 Ai — A3/ \/Ai — A3 V A3 — A2 A2 — Ai 

et on en deduit les relations 

C2 = T77^=Y7^^T(( A 3-A2)(Ai^i- J ff2)-(Ai-A 3 )(A 2J f/i- J f/ 2 )), 
6v(Ai - A 3 ) (A 3 - A 2 ) 

62 = a 1^ x\ /x ==^((A2-Ai)(A 3 g 1 -g 2 )-(A 3 -A 2 )(Aigi-g 2 )). 
6V(A2 - Ai) (A 3 - A 2 ) 

On obtient evidemment des expressions similaires pour les autres cas. II 
serait interessant de comparer les solutions obtenues sous forme de series 
de Laurent avec les solutions obtenues a l'aide des fonctions elliptiques de 
Jacobi (15) ainsi qu'avec celles obtenues par la methode des deformations 
isospectrales (voir [10,14]). 

b) Cas de Lagrange : Dans ce cas, on a 

h = h, h = h = 0. 
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II n'est pas difficile de montrer que dans ce cas aussi, l'integration s'effectue 
a l'aide de fonctions elliptiques. 

c) Cas de Kowalewski : Dans ce cas, on a 

h = h = 2/ 3 , h = 0. 

L'etude de ce cas est compliquee. Le systeme differentiel (13) , s'ecrit expli- 
citement sous la forme 

mi = "l2"T-3, 

m 2 = _ mi 777,3 + 273, 

7773 = -272, (16) 
7! = 2m 3 7 2 - m 2 73, 

7 2 = 777173 - 2777371, 

73 = m 27l - "T-172, 

ou, sans restreindre la generalite, nous avons choisi I2 = 0, fj,gh = 1, ^3 = 1 et 
nous avons utilise la substitution t — ► 2t. Ces equations forment un champ 
de vecteurs hamiltonien de la forme (9) avec n = 6, 777 = k = 2, z = t, 
w = (mi, m 2 ,m 3 , 71, 72, 7 3 ) T , 

H= g {mj + ml) +m| + 2 7i , 

1 'hamiltonien et 



J = 



( 





-7773 


777 2 





-73 


72 






7773 





— 777i 


73 





-7i 






-m 2 


777i 





-72 


7i 












-73 


72 















73 





-71 













\ 


-72 


7i 














/ 



En plus des trois integrates premieres 
Hi = H, 

H 2 = 777171 + 777272 + 777-373, 

#3 = 7i 2 + 7l + 7f, 

le systeme ci-dessus admet une quatrieme integrate premiere quartique ob- 
tenue par Kowalewski 

H.= ((^) ! -(7, + J ((=^) 2 -(7,- i7 2 )). 
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Les integrates premieres Hi et H4 sont en involution, tandis que H\ et H3 
sont triviaux. Soit 

4 

M c = P| {x : H k (x) = c k ] , 
k=i 

la variete affine definie par l'intersection des quatre constantes du mouvenent. 
Soit 

(mi, m 2 ,m 3 , 71, 72, 73) ' — ► (zi, x 2 , m 3 , yi, y 2 , 73), 
une transformation biunivoque de M c ou 

2xi = mi + im 2 , y\ = x\ - (71 + 172) , 

2x 2 = mi - im 2 , y 2 = x\ - (71 - 172) . 
Alors, le quotient M c /a par l'involution 

a : M c — > M c (x x , x 2 , m 3 , yi, y 2 , 73) 1 — ► (zi, »2, -m 3 , yi, y 2 , -73) , (17) 

est une surface S (de Kummer) 

VlV2 = C4, 

yiR(x 2 ) + y 2 R(xi) + #1 (xi, x 2 ) + c 4 (xi - x 2 ) 2 = 0, 

ou 

i?(x) = —x 4 + cix 2 — 2c 2 x + 1 — C4, 
est un polynome de degre 4 en x et 

Ri(xi,x 2 ) = -cix\x\-c 2 (c 2 - 2xix 2 (xi + x 2 ))+(l - c 4 ) [ci - {x\ + x 2 ) 2 ) , 

un autre polynome de degre 2 en xi, x 2 . Les points de ramification de M c sur 
S sont donnes par les points fixes de l'involution a (17) et sont en nombre 
de 8. La surface S est un revetement double du plan (xi,x 2 ), ramifie le 
long de deux courbes elliptiques se coupant exactement aux 8 points fixes de 
l'involution a. Ces courbes donnent lieu a l'equation differentielle d'Euler 

dx-i . dx 2 

u 5 



VWxi) VRjxJ) 
a laquelle se trouvent lies les fameuses variables de Kowalewski 
Ri (xi,x 2 ) - v / i?(xi) v /i?(x 2 ) Cl 

Sl = } ^ + -9' 

(Xi-X 2 ) 2 



Ri (xi,x 2 ) + y/R(x 1 )y/R(x 2 ) , Ci 
(xi-x 2 ) 1 
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et peuvent etre vues comme etant des formules d'addition pour la fonction el- 
liptique de Weierstrass (voir [8]). En termes des variables si et S2, le systeme 
(16) devient 

dsi , ds 2 Q 



S\dsi S2dS2 



± 



= dt, 



ou Pz>{s) est un polynome de cinquieme degre et l'integration s'effectue au 
moyen des fonctions hyperelliptiques de genre 2. 

En utilisant le theoreme 1, on montre que le systeme (13) dans le cas 
de Kowalewski, admet deux families de solutions en series de Laurent mero- 
morphes 

oo oo 

m = M^ k h k -\ r = Y, v^ k h k - 2 , 

k=0 k=0 

dependant de cinq parametres libres tels que : les coefficients M<°) et 
satisfont au systeme non-lineaire 

r(°),L 



M (o) + M (o) iAM (o) 

2 r(°)+ r(°),AM (0) 



+ 

= 0, 



o, 



(18) 



dependant d'une variable libre a et deflnissant deux droites. Tandis que 
et r( fc ) satisfont aux systemes lineaires 



(L - kl) 



= 0, 



(L - kl) 



r (fc) 



-Ef=i [r«,AM( fc - l )j 



pour k > 2, 



ou L est la matrice jacobienne de (18) . Ces systemes fournissent une variable 
libre a chacun des niveaux k = 1, 2, 3 et 4. Explicitement, on a 
(*) l ere famille de solutions en series de Laurent meromorphes : 



mi (t) = 


y+i(« 2 -2)/3 + 


m 2 (i) = 


— - a 2 /3 + o (t) , 


m 3 (i) = 


J + a[3 + o (t) , 


71 (*) = 




12 (t) = 


^ + = (0, 


73 (t) = 


f+o(t). 
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(**) 2 eme famille de solutions en series de Laurent meromorphes : 



mi (t) = 


|- i (a 2 -2)/3 + i 


m 2 (t) = 


-y-« 2 /3 + o(t), 


m 3 (t) = 


-J + a/3 + o(t), 


71 W = 


2^ + °(t), 


72 (t) = 


+"(*), 


73(0 = 


§ + ■>(,). 



Les diviseurs des poles des fonctions M et T sont deux curbes algebriques 

£> £ : /3 4 (a 2 - l) 2 - (ci/3 2 - 2ec 2 f3 - l) (a 2 - l) + c 4 = 0, e 2 = -1, (19) 
irreductibles isomorphes et chacune de genre 3. Ce sont deux revetements 

V £ ^V% (a,u,/3).— (u,/?), (20) 
doubles ramifies en quatre points de courbes elliptiques : 

V° £ : u 2 = (ci/3 2 - 2ec 2 (3 - if - 4c 4 /? 4 . (21) 

Soit 

C (p £=i + £> e= _i) = {/ meromorphe sur : (/) + V £=i + £> £= _j > 0} , 

l'espace vectoriel des fonctions / meromorphes telles que : (/) + V e= i + 
V £= ^i > 0. , i.e., l'ensemble des fonctions holomorphes en dehors de V £= i + 
V £= _i et ayant au plus des poles le long de V £= i + 2? e= _j. En utilisant 
les series de Laurent obtenues precedemment, on montre que cet espace est 
engendre par les huit fonctions suivantes : 

fo = 1, fi = m i, h = m 2, h = m 3 , U = 73, h = fi + fh 

k = 4/i/4 - /a/5, h = (/271 " /172) h + 2/472- (22) 

En outre, l'application 

{V £=l + V £= ^) — C¥ 7 ,p = (a,u,(3) .— limi (1, h(p), f 7 (p)) = 

(0, a, ±i, ±i, (3, ±iaf3, e(a 2 - l)/? 2 , ±i(=Fc 2 + ci/3 - 2(q 2 - l)/3 3 )) , 

plonge (V £ =i + V £= _i) dans CP 7 de telle fagon que V £= i intersecte £> e =_i 
transversalement en quatre points a l'infini ( a = ±1, u = ±(3 2 ^c\ — 4c4, (3 = 
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et que le genre geometrique de (V £ =i + P £= _j) est 9. Les orbites du champ de 
vecteurs en question passant a travers (T> £= i + P £= _j) forment une surface 
lisse S tout le long de (D £=i + £> £ =_j) tel que : S\ (V £=i + £> £= _i) C M c . La 
variete M c = M c U S, est lisse, compacte et connexe. En outre, le champ de 
vecteur est regulier le long du diviseur (T> £ =i + X> £= _j) , transversal en tout 
point (3 7^ (resp. /3 / oo) et doublement tangent en (3 = (resp. /? = oo). 
Les champs de vecteurs engendres par H\ et se prolongent de fagon holo- 
morphe et demeurent independants sur la variete M c . La variete M c est une 
surface abelienne sur laquelle le not hamiltonien (16) se linearise. L'involu- 
tion o (17) sur la variete affine M c se transforme en une involution 

a £ : V £ — >V £ , (a,u,P)\ — >(-a,u,P), 

sur la surface de Riemann V £ (19) et admet huit points fixes donnes par 
les points de branchements de V £ sur la courbe elliptique V £ (21) . Done 
l'involution en question possede seize points fixes au total, confirmant ainsi 
le nombre de points fixes qu'une involution z i — > —z sur une variete abe- 
lienne doit en avoir. II existe sur la surface abelienne M c deux differentielles 
holomorphes dt\ et dti telles que : 

fci (a 2 - 1) P 2 dp 
au 

k 2 d(3 
au ' 

ou ki, k,2 S C et <jJ\,U2 sont des differentielles holomorphes sur V £ . En outre, 
l'espace des differentielles holomorphes sur le diviseur (V £ =i + P £= _j) est 

{/{V/i^.-./^je^i,^}, 

ou f[°\ f^\--- f'P son t l es premiers coefficients des fonctions f±, fa 
€ C {V £= i + D £= _j) (66) et le plongement de (T> £ =i + P e= _j) dans CP est a 
deux differentielles holomorphes pres le plongement canonique 

p = ( a , u , 13) e (V £=l + 2? e= _0 ^ {co 2 , /{ 0) a; 2 , / 2 (0) ^ 2 , ^ 0) ^ 2 } G CP 7 . 

La surface abelienne M c est caracterisee comme etant la duale de variete 
Prym (V £ /V £ ) du revetement double (20). Les solutions sous forme de se- 
ries de Laurent (theoreme 1), jouent un role crucial dans la preuve de ces 
resultats. 
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